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 u) (v,c   v)(u,c ff +  

  :با توجه به تعريف داريم

 u) (v, f - u) c(v,   v)(u, f -  v)c(u, +=  

u) (v, f -   v)(u, f(  با استفاده از خاصيت تقارنی = (:  

u) c(v,   v)c(u, +=  
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  :زنيم  استقرا میLبر روی کارديناليتی 

 ی ورودی دارای کارديناليتی هايی با مجموعه کنيم شرط برای گراف فرض می.  باشد که اين امر بديهی استL=1اگر 

: دو حالت امکان دارد .گيريم  را درنظر میn+1ی ورودی   با کارديناليتی مجموعهGگراف .  برقرار باشدn کوچکتر از

LAی  يا به ازای همه)۱( ) شرط ⊃ )ANA ) و داريم  برقرار است> )ANA يا به ازای يکی از اين )۲( و 1+≥

)ها داريم  عهزير مجمو )ANA  .گيريم  با اين خاصيت را در نظر میAبدون از دست دادن کليت کوچکترين =

LAی چپ و راست کافی است به ازای  باتوجه به تساوی کارديناليتی مجموعه  اثبات شود چون به هر حال ⊃

( )ANA LA به ازای ≥   ). بود⊇LAدر صورت قضيه (شود   برقرار می=

  

  :حالت اول

) و يک ∋Axيک  )ANy∈با توجه به فرض . (کنيم  انتخاب می( )ANحال اين ). حتما يک عضو دارد 

LAی   به ازای همههمان طور که گفته شد. ها را از گراف حذف کرده های متصل به آن دو راس و يال ⊂ 

) داريم )ANA ) از Rاز ) y( حذف يک راس در گراف جديد بنابراين 1+≥ )ANها حداکثر يک عضو  

  :کند کم می

( ) ( )ANAAANAN ′≤⇒+≥≥+′ 1)(1  

)توجه داشته باشيم که  ( ) ( ) ( ) ( )ANyANANAN =∪′∨=′  برای گراف جديد که  پس)}{

nL  ما عملا جواب مساله جديد است که دو عضو )تطابق کامل(  جواب؛شرط مذکور برقرار است  است=

yx,اند ها به آن اضافه شده ی آن هند به همراه يال متصل کن. 

  

  :حالت دوم

)به توجه به فرض داريم  ) AANLA  که کارديناليتی سازيم  میبه صورت زير دو گراف دوبخشی. ⊃∧=

  :ی چپ و راستشان برابر است مجموعه

)(,:

)(,:

******

***

ANRRALLG

ANRALG

−=−=

==
  

***دهيم  استفاده از فرض استقرا نشان میبا  ,GGها تطابق نهايی را   تطابق کامل دارند و با اجتماع تطابق آن

  .  سازيم می



nLL بود Lی  ی سره  زيرمجموعهAتوجه داريم که چون  ≤*** ,.  

**برای هر  LA ) محدوديت ⊃ )*AN در *G معادل همان محدوديت ( )AN در Gبرای . است **G 

****هم اگر يک  LA ) پيدا شود که داشته باشيم ⊃ ) **** AAN  خواهيم داشت G، در گراف >

( ) 1**** −∪≤∪ AAAAN چون ( ) ( ) ( )**** ANANAAN  شرط G، چون گراف ∪=∪

  .کند  میء هم اين شرط را ارضاG**کند اين امر غير ممکن است پس گراف   میءاساسی را ارضا
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fEvuهای  ی يال  همهRelabel(u)در هر عمل   در هر راس برابر Relabelتعداد عمل . آزمايم ا می ر),(∋

12 −Vبنابراين برای هر دو يال.  است),(),,( uvvu، 24 −V12(شود  بار اين عمل انجام می −V برای u و 

12 −V ديگر برای  بارv.(های رفت و برگشت در   تعداد يالfE برابر Eپس کل زمان مصرفی برای اعمال .  است

Relabel حداکثر ( )VEOEV =−   . است)24(
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  .داردی ضميمه وجود  صورت مشروحی از اين الگوريتم در مقاله

 

 

26.5-2 

  

کند و شرط انتها هم همان شرط است و در اين صورت تمام  بايد ثابت کنيم اين صف ترتيب توپولوژيک را حفظ می

  .هايی که در مورد قبلی انجام داديم برقرار است تحليل

  

  :شرط اتمام

کدام از عناصر ديگر  رسيم که صف خالی باشد و اين در صورتی است که در هيچ در اين حالت وقتی به انتها می

ای انتقال داده نشده باشد که اين همان شرط قبلی چون در آن حالت هم  ی اضافه اند شاره صف که ديده شده

  .رسيديم در همين صورت به انتهای صف می

  

  :وضعيت صف

ی اضافی ندارند  کنيم که عناصری که شاره در مورد وضعيت صف هم با حذف عنصر سر صف عملا کاری می

ی اضافه راس مربوطه  نداشتن شارهرط الگوريتم اصلی است که در صورت لا آزموده نشوند و اين همانند شاصو

  .شود چک نمی



ای است که يا يک راس در آن وجود دارد که اين عناصر قسمت سمت راست عنصری  عملا صف مربوطه به گونه

ی اضافی ندارند و عناصر  ستند شارهشوند و عناصری هم که در صف ني ی اصلی هستند که چک می از آرايه

  .بنابراين اين الگوريتم شکل ديگری از همان الگوريتم است. دهند سمت چپ آن را تشکيل می
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 a. 

  

با اين عمل کاری . دهيم  قرار می۱ها را برابر  ی يال دهيم و ظرفيت همه گراف ارائه شده در راهنمايی را تشکيل می

),((کنيم که يک راس می ii yx (خروجی از آن ی  شاره ورودی به آن و حداکثر يک واحدی  شارهحداکثر يک واحد 

 از اين راس در گراف اصلی متناظر تنها يک يال ورودی و شارهشود در صورت گذر  داشته باشيم که اين عملا باعث می

  . نه زير گرافخروجی داشته باشيم و مسير ساخته شود

  

  

  :۱روش 

  

ترين پوشش مسيری را   کوچکدهيم که الگوريتم بيشترين شاره جواب استفاده از برهان خلف نشان می با 

  :دهد می

),( يال در اثر اين کاهشبنابراين . قابل کاهش باشد جواب بيشترين شاره  پوششکنيم فرض می ji VV اضافه 

 اين يال هيچ )jV(مقصدتوانسته بهم وصل کند، راس   که دو مسير از مسيرهای جواب شاره را میشده

(مبداای نداشته است و راس  ورودی
iV(اگر .  تا مسير بودن حفظ شودای نداشته است  اين يال هيچ خروجی

),,(),,(),(های  ی شاره يال هچنين ساختاری وجود داشته باشد، در شبک 00 yyyxxx jjii
اند   وجود داشته

  .ی بيشينه نبوده است  ما شارهی پس در گراف متمم شاره يک مسير افزايشی وجود داشته و شاره

  

  :۲روش 

  

  .شود ها يک عدد اضافه می  حداقل تعداد يال سراسریدر اثر کاهش پوشش مسيری: لم

 يال nکند، يا  شود و دو مسير مجزا را به هم وصل می يک يال اضافه میدر عمل کاهش پوشش يا تنها : اثبات

در مورد قسمت دوم بايد گفت که حذف .  قسمت اول بديهی است.شود  يال اضافه میn+1حذف شده و 

 و برای کاهش بايد تعداد )با فرض نداشتن دور( تا بيشتر شوند nشود تعداد مسيرها  باعث می يال nکردن 

 پس برای کاهش تعداد مسيرها . يال لازم استn+1برای اين کار حداقل تعداد .  تا کم شوندn+1ها   مسير

  .بايد حداقل يک يال اضافه کرد

  

  :اثبات تئوری

ی بيشينه به ما  که تعداد مسيرهای کمتری از تعدادی که شاره: کنيم  فرض خلف می۱مان صورت روش به ه

ها جريان  هايی که از آن  يال.ها يک يال اضافه شود دهد وجود داشته باشد پس حداقل بايد به تعداد يال می



ها  اگر تعداد اين يال) ودش ها صفر می در گراف متمم ظرفيت آن(گذرد بر روی برش حداقل قرار دارند  می

  .ی بيشينه نبوده است ی ارائه شده شاره  افزايش بوده پس شارهبتوانند اضافه شوند ظرفيت برش کمينه قابل

  

  

 b. 

  

  :گراف زير را در نظر بگيريد. کند خير کار نمی

  

  
  

  

ی شاره جلوی  ها را اضافه کند و در شبکه تواند تمام يال میزيرا . جواب الگوريتم در قبال اين گراف خود گراف است

برای حل اين مشکل بايد دورها را . در نتيجه جواب ارائه شده يک دور است و نه يک مسير. شود برقرای دور گرفته نمی

ما ساده ها حتبا توجه به اعمال قانون يک ورودی و خروجی در شبکه، دور. پيدا کرد و از هرکدام يک يال حذف کرد

  .شود با حذف يک يال مساله را حل کرد هستند و می
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 a. 

  

ها  ی آن  برش واقع باشد پس يال متصل کنندهSی مربوطه در سمت   يک برش و وسيلهT سمت اگر يک آزمايش در

پس اگر يک . شود  نامحدود است، ظرفيت برش هم نامحدود می لاز آنجا که ظرفيت اين يا. گيرد حتما روی برش قرار می

  .گيرند  قرار میTی وسايل مورد نياز آن هم در   قرار بگيرد، همهTآزمايش در قسمت 

 

 b. 

 

برای بدست آوردن سود . ده استهای انتخاب نشده و ابزارهای برده ش ظرفيت برش کمينه برابر مجموع درآمد آزمايش

ی زير کافی است مجموع  ی ابزارهايشان کم کرد که طبق رابطه های انتخاب شده را از هزينه آمد آزمايش بايد مجموع در

 :ها را منهای ظرفيت برش کمينه کرد ی آزمايش درآمد همه
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برای اثبات اين . هايی هستند که بايد انجام گيرند  آزمايش از برش کمينهTی  های داخل مجموعه گوييم آزمايش می

  :موضوع بايد دو چيز اثبات شوند

  

  .کند های مذکور سود را منفی نمی انتخاب آزمايش .۱

 . قابل افزايش نيستTهای داخل  سود ارائه شده توسط آزمايش .۲

  

  :مورد اول

برش .  برای برش کمينه منفی باشدTی  های داخل مجموعه  که سود در صورت انتخاب آزمايشکنيم فرض می

های  به جای يال  راtهای انتخاب شده به  ی آزمايش های اتصال دهنده يال: کنيم جديدی را مطرح می

تفاوت ). اند  نبودهTهای قبلی که در بر گرفته و داخل  آزمايشعلاوه بر ( در بر گيرد ابزارهايش در بر گيرد

های انتخاب  آزمايشهای مربوط به تمام ابزارهای   در اين است که يال)برش کمينه(برش جديد با برش قبلی

ی بودن سود  فرض منف طبق.ها اضافه شده های آن های مربوط به آزمايش شده از برش برداشته شده و يال

. تر از برش قبلی است تر است بنابراين ظرفيت برش جديد کم ها کم ها از ابزارهای آن های آزمايش ظرفيت يال

  .اين خلاف فرض است چون برش قبلی کمينه بود

  

  :مورد دوم

ده بوديم ها و ابزارهای متفاوت با آنچه ما انتخاب کر آزمايشبنابراين . قابل افزايش باشدکنيم که سود  فرض می

ها و ابزارهايشان را درون  اين آزمايش: کنيم  برش جديد را به اين ترتيب تعريف می.گرفته است را در بر می

تر از حالت قبل است و عبارت  دانيم که سود حاصل از اين کار بيش دهيم، می  قرار میTی  مجموعه

cut

Ei

i Cp −∑
∈

 قسمت اول اين عبارت که ثابت است پس برای بيشتر شدن عبارت . قبل استتر از حالت  بيش

به عبارتی برش ارائه شده ظرفيت کمتری دارد و . تر شود شود کم بايد قسمت دوم که از يک مقدار ثابت کم می

  .اين محال است چون برش قبلی برش کمينه بود
  

  .هايی هستند که بايد انتخاب شوند  برش کمينه آزمايش ازTهای درون  بنابراين آزمايش
    

 c. 

  

++2برابر های گراف ساخته شده   راستعداد  mnها هم برابر   است و تعداد يالrmn  بهترين الگوريتم . است++

) LIFT-TO-FRONT الگوريتم برای بدست آوردن بيشترين شاره )3VOی  با اين الگوريتم که برای ما هزينه.  است

( )3)2( ++ mnO را با شاره را پيدا کرده و به تبع آن برش کمينه  دارد بيشترين( )EO پس .کنيم پيدا می 

): شود ی ما می هزينه ) ( )33 )2()2()( ++=+++++ mnOmnrmnO  


